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Líi c£m ìn

Tr÷îc h¸t, tæi xin gûi líi bi¸t ìn ch¥n th nh �¸n PGS. TS. Næng Quèc
Chinh �¢ h÷îng d¨n tæi ho n th nh b£n luªn v«n n y. Khi bt �¦u nhªn
�· t i thüc sü tæi c£m nhªn �· t i mang nhi·u nëi dung mîi m´. Hìn núa
vîi vèn ki¸n thùc ½t äi n¶n r§t khâ �º ti¸p cªn �· t i. M°c dò r§t bªn rën
trong cæng vi»c nh÷ng Th¦y v¨n d nh nhi·u thíi gian v  t¥m huy¸t trong
vi»c h÷îng d¨n, �ëng vi¶n khuy¸n kh½ch tæi trong suèt thíi gian tæi thüc
hi»n �· t i. Trong qu¡ tr¼nh ti¸p cªn �· t i �¸n qu¡ tr¼nh ho n thi»n luªn
v«n Th¦y luæn tªn t¼nh ch¿ b£o v  t¤o �i·u ki»n tèt nh§t cho tæi ho n
th nh luªn v«n. Cho �¸n b¥y gií luªn v«n th¤c s¾ cõa tæi �¢ �÷ñc ho n
th nh, xin c£m ìn Th¦y �¢ �æn �èc nhc nhð tæi.
Tæi xin tr¥n trång c£m ìn Ban Gi¡m hi»u, Khoa To¡n - Tin v  Pháng

� o t¤o cõa tr÷íng �¤i håc Khoa håc - �¤i håc Th¡i Nguy¶n. Tæi xin tr¥n
trång c£m ìn c¡c Th¦y, Cæ �¢ tªn t¼nh truy·n �¤t nhúng ki¸n thùc quþ
b¡u công nh÷ t¤o måi �i·u ki»n thuªn lñi nh§t �º tæi ho n th nh luªn v«n
n y.
Tæi xin tr¥n trång c£m ìn Ban gi¡m hi»u, c¡c th¦y cæ gi¡o tr÷íng THPT

Hoa L÷ A - Ninh B¼nh nìi tæi cæng t¡c �¢ t¤o �i·u ki»n gióp �ï tæi ho n
th nh cæng vi»c chuy¶n mæn t¤i nh  tr÷íng �º tæi ho n th nh ch÷ìng tr¼nh
håc tªp cao håc.
Cuèi còng, tæi xin ch¥n th nh b y tä láng bi¸t ìn �¸n gia �¼nh, b¤n b±,

nhúng ng÷íi khæng ngøng �ëng vi¶n, hé trñ t¤o måi �i·u ki»n tèt nh§t cho
tæi trong suèt qu¡ tr¼nh håc tªp v  thüc hi»n luªn v«n.

Th¡i Nguy¶n, th¡ng 10 n«m 2019
T¡c gi£

�inh Thà Huy·n
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Mð �¦u

Leonardo Pisano Bogollo (kho£ng 1170 � kho£ng 1250), cán �÷ñc
bi¸t �¸n vîi t¶n Leonardo cõa Pisa, hay phê bi¸n nh§t d÷îi c¡i t¶n
Fibonacci, l  mët nh  to¡n håc ng÷íi Þ v  æng �÷ñc mët sè ng÷íi xem l 
"nh  to¡n håc t i ba nh§t thíi Trung Cê". Fibonacci nêi ti¸ng trong th¸
giîi hi»n �¤i v¼ câ cæng lan truy·n h» kþ sè Hindu-� Rªp ð ch¥u �u, v 
�°c bi»t l  d¢y sè hi»n �¤i mang t¶n æng, d¢y Fibonacci trong cuèn s¡ch
Liber Abaci.

D¢y sè Fibonacci l  mët trong nhúng v´ �µp cõa kho t ng To¡n håc.
D¢y Fibonacci xu§t hi»n v  bi¸n hâa væ tªn trong tü nhi¶n, vîi r§t nhi·u
t½nh ch§t �µp v  ùng döng quan trång. �¸n nay câ r§t nhi·u mð rëng cõa
d¢y Fibonacci nh÷ d¢y k-Fibonacci... H¦u h¸t nhúng t½nh ch§t tèt cõa
nhúng d¢y n y �·u xu§t ph¡t tø d¢y Fibonacci. Mët d¢y tçn t¤i song song
vîi d¢y Fibonacci l  d¢y Lucas. D¢y n y câ nhi·u ùng döng �°c bi»t trong
t¼m nghi»m cõa c¡c ph÷ìng tr¼nh Diophantine. Hai d¢y n y l  chóng câ
mèi li¶n h» ch°t ch³ vîi nhau.

Trong tü nhi¶n câ nhi·u hi»n t÷ñng, sü vªt xu§t hi»n tròng vîi d¢y sè
Fibonacci. H¦u h¸t c¡c bæng hoa câ sè c¡nh hoa l  mët trong c¡c sè 3, 5,
8. Sè nh¡nh tø mët c¥y khi �i tø gèc l¶n ngån công th÷íng tu¥n theo d¢y
Fibonacci khi tø 1 nh¡nh l¶n 2 nh¡nh, 3 nh¡nh rçi 5, 8, 13 nh¡nh. Nhúng
chi¸c l¡ tr¶n mët nh nh c¥y công t÷ìng ùng vîi d¢y sè Fibonacci. Trong
luªn v«n n y chóng ta �i t¼m hiºu c¡c b i to¡n ri¶ng, b i to¡n têng qu¡t
v· ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh trong �â c¡c h» nghi»m l  c¡c sè Fibonacci.

Nëi dung cõa luªn v«n tr¼nh b y trong hai ch÷ìng. Ch÷ìng 1 d nh �º
tr¼nh b y l¤i sè ki¸n thùc li¶n quan �¸n sè Fibonacci v  sè Lucas, giîi thi»u
hai b i to¡n 779 v  804 v  líi gi£i cõa hai b i to¡n n y. C¡c k¸t qu£ �¢
bi¸t cõa ch÷ìng n y �÷ñc vi¸t theo t i li»u [1], [2], [3].

Ch÷ìng 2 ta tªp trung �i t¼m hiºu b i to¡n têng qu¡t, líi gi£i b i to¡n
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trong khi m = 3, 4 tø �â �÷a ra dü �o¡n líi gi£i cho b i to¡n têng qu¡t.
Cö thº trong ph¦n 2.1 giîi thi»u b i to¡n têng qu¡t. Ph¦n 2.2 tr¼nh b y
líi gi£i trong tr÷íng hñp m = 3 ho°c 4. Ph¦n 2.3 tr¼nh b y líi gi£i cho
tr÷íng hñp têng qu¡t �â l  �ành lþ ng¨u nhi¶n. Ph¦n 2.4 �¸n h¸t 2.8 l 
c¡c k¸t qu£ xoay quanh vi»c chùng minh cõa �ành lþ ng¨u nhi¶n. C¡c k¸t
qu£ �¢ bi¸t cõa ch÷ìng n y �÷ñc vi¸t theo t i li»u [4].
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Ch÷ìng 1

Mët sè ki¸n thùc chu©n bà

1.1 D¢y Fibonacci v  d¢y Lucas

�ành ngh¾a 1.1.1. D¢y sè Fibonacci, kþ hi»u (Fn)n∈N �÷ñc �ành ngh¾a
bði cæng thùc truy hçi{

F0 = 0,
F1 = 1,
Fn+1 = Fn + Fn−1, (n ≥ 1),

ð �¥y Fn l  sè h¤ng thù n cõa d¢y sè Fibonacci.

C¡c sè �¦u ti¶n cõa d¢y Fibonacci:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . . .

Tø h» thùc truy hçi cõa d¢y Fibonacci ta câ

Fn+2 − Fn+1 − Fn = 0,

vîi måi n ≥ 0. Do �â ta câ ph÷ìng tr¼nh x2 − x − 1 = 0 hay x2 = x + 1.

Nh¥n hai v¸ cõa ph÷ìng tr¼nh vîi xn−1 ta �÷ñc

xn+1 = xn + xn−1. (1.1)

Rã r ng n¸u ϕ l  mët nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (1.1) th¼ 1−ϕ công l  mët
nghi»m cõa ph÷ìng tr¼nh (1.1). Do �â

ϕn+1 = ϕn + ϕn−1 v  (1− ϕ)n+1 = (1− ϕ)n + (1− ϕ)n−1.

Vîi méi c°p sè thüc a, b, ta �°t Fa,b (n) = aϕn + b(1− ϕ)n. Khi �â t§t
c£ c¡c h m n y thäa m¢n h» thùc truy hçi Fibonacci.
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�ành ngh¾a 1.1.2. C¡c h m Fa,b (n) = aϕn + b(1− ϕ)n �÷ñc gåi l  h m
sinh.

Trong �ành ngh¾a d¢y Fibonacci, c¡c sè h¤ng cõa d¢y �÷ñc cho d÷îi
d¤ng truy hçi n¶n khi sû döng d¢y �æi khi g°p khâ kh«n. M»nh �· sau �¥y
cho ta cæng thùc t÷íng minh cõa d¢y Fibonacci v  �÷ñc gåi l  cæng thùc
Binet. Cæng thùc Binet �÷ñc sû döng húu hi»u trong c¡c chùng minh sau
n y.

M»nh �· 1.1.3. D¢y sè Fibonacci �÷ñc cho bði cæng thùc

Fn =

(
1+
√
5

2

)n
−
(
1−
√
5

2

)n
√
5

.

D¢y Lucas l  mët d¢y sè �÷ñc �°t t¶n nh¬m vinh danh nh  to¡n håc
Fran�cois �douard Anatole Lucas (1842-1891), ng÷íi �¢ nghi¶n cùu d¢y sè
Fibonacci, d¢y sè Lucas v  c¡c d¢y t÷ìng tü. Gièng nh÷ d¢y Fibonacci,
méi sè trong d¢y Lucas b¬ng têng cõa hai sè li·n tr÷îc nâ. D¢y sè gçm
th÷ìng giúa hai sè Lucas li·n nhau s³ hëi tö �¸n giîi h¤n b¬ng t¿ l» v ng.

Tuy vªy kh¡c vîi d¢y Fibonacci, hai sè �¦u ti¶n trong d¢y Lucas l 
L0 = 2 v  L1 = 1 (trong d¢y Fibonacci l  0 v  1). Ch½nh v¼ th¸ m  mët sè
t½nh ch§t cõa sè Lucas s³ kh¡c vîi sè Fibonacci.

�ành ngh¾a 1.1.4. Cho r, s l  c¡c sè nguy¶n kh¡c khæng. D¢y Lucas ùng
vîi c°p (r, s) �÷ñc �ành ngh¾a l :

u0(r, s) = 0, u1(r, s) = 1, un(r, s) = run−1 + sun−2 (n ≥ 2) .

Trong tr÷íng hñp (r, s) = (1, 1) ta k½ hi»u sè h¤ng thù n cõa d¢y l  Ln

v  gåi ngn gån l  d¢y Lucas. T÷ìng tü nh÷ d¢y Fibonacci, b¬ng quy n¤p
ta câ thº chùng minh �÷ñc d¢y Lucas �÷ñc cho bði cæng thùc sau.

M»nh �· 1.1.5. Vîi måi sè nguy¶n d÷ìng n, ta câ

Ln =

(
1 +
√
5

2

)n

−
(
1−
√
5

2

)n

Tø M»nh �· 1.1.3 v  M»nh �· 1.1.5 ta câ �ành lþ sau. �ành lþ cho ta
mèi li¶n h» giúa c¡c sè h¤ng têng qu¡t cõa d¢y Fibonacci v  d¢y Lucas.
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�ành lþ 1.1.6. Vîi måi sè nguy¶n d÷ìng n > m, ta câ FnLm = Fn+m +

Fn−m.

Vîi méi sè nguy¶n d÷ìng n ta �°t F−n = (−1)nFn v  Ln = (−1)nLn.

1.2 B i to¡n 779

N«m 1995, t¤p ch½ �The Fibonacci Quarterly� sè 33.1 �¢ giîi thi»u b i
to¡n B.779 cõa Andrew Cusumano. Nëi dung cõa b i to¡n �â l :

T¼m c¡c sè nguy¶n a, b, c v  d thäa m¢n 1 < a < b < c < d sao cho �çng
nh§t thùc sau l  �óng vîi måi sè nguy¶n d÷ìng n.

Fn = Fn−a + 6Fn−b + Fn−c + Fn−d (1.2)

�¢ câ nhi·u nh  to¡n håc kh¡c nhau gûi líi gi£i �¸n t¤p ch½ �The
Fibonacci Quarterly�, h¦u h¸t c¡c nh  to¡n håc ch¿ gûi �¸n líi gi£i

a = 2, b = 5, c = 6, d = 8

v  kh¯ng �ành r¬ng vi»c chùng minh �¯ng thùc

Fn = Fn−2 + 6Fn−5 + Fn−6 + Fn−8 (1.3)

b¬ng ph÷ìng ph¡p chùng minh quy n¤p theo n l  �ìn gi£n. Ch¿ câ Bruck-
man v  Figghion �¢ chùng minh cö thº v  ch¿ ra c¡ch t¼m a, b, c, d. Tuy
nhi¶n, c¡c ph÷ìng ph¡p ti¸p cªn v  gi£i quy¸t b i to¡n d÷íng nh÷ khæng
câ t½nh kh¡i qu¡t. Ta câ thº câ chùng minh �¯ng thùc (1.3) b¬ng ph÷ìng
ph¡p quy n¤p theo n nh÷ sau:

Vîi n = 8 th¼ ph÷ìng tr¼nh (1.3) t÷ìng �÷ìng vîi

F8 = F6 + 6F3 + F2 + F0.

�¯ng thùc hiºn nhi¶n �óng v¼ F8 = 21, F6 = 8, F3 = 2, F2 = 1, F0 = 0.

Gi£ sû �¯ng thùc �óng vîi måi sè tü nhi¶n 8 ≤ k ≤ n. Ta chùng minh
(1.3) �óng vîi k = n+ 1. Theo �ành ngh¾a d¢y Fibonacci v  gi£ thi¸t quy
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n¤p ta câ

Fn+1 = Fn + Fn−1

= (Fn−2 + 6Fn−5 + Fn−6 + Fn−8)

+
(
F(n−1)−2 + 6F(n−1)−5 + F(n−1)−6 + F(n−1)−8

)
= (Fn−2 + Fn−3) + 6 (Fn−5 + Fn−6) + (Fn−6 + Fn−7) + (Fn−8 + Fn−9)

= Fn−1 + 6Fn−4 + Fn−5 + Fn−7.

V¼ vªy ta câ

Fn+1 = F(n+1)−2 + 6F(n+1)−5 + F(n+1)−6 + F(n+1)−8.

1.3 B i to¡n 804

Nëi dung cõa b i to¡n 804 l : H¢y t¼m t§t c£ c¡c sè nguy¶n a, b, c v  d

(vîi 1 < a < b < c < d) sao cho �çng nh§t thùc sau �¥y l  �óng vîi måi
sè nguy¶n d÷ìng n

Fn = Fn−a + 9342Fn−b + Fn−c + Fn−d. (1.4)

Ngay sau �â, n«m 1997, L.A.G. Dersel �¢ �÷a ra líi gi£i cõa b i to¡n
804 trong sè 35.1 (1997) cõa t¤p ch½ The Fibonacci Quarterly. Líi gi£i cö
thº nh÷ sau.

Tø nhªn x²t 9342 = 9349 − 7 = L19 − L4, ð �¥y Lk l  sè Lucas thù k.
Sû döng c¡c �çng nh§t thùc giúa c¡c sè Fibonacci v  sè Lucas ta câ

Fm+19 − Fm−19 = FmL19,

Fm+4 + Fm−4 = FmL4.

Trø v¸ vîi v¸ cõa 2 �¯ng thùc tr¶n ta nhªn �÷ñc

Fm+19 − Fm−19 − Fm+4 − Fm−4 = Fm (L19 − L4) .

�°t n = m+ 19, ta nhªn �÷ñc �¯ng thùc sau

Fn = Fn−15 + 9342Fn−19 + Fn−23 + Fn−38.

Nh÷ vªy ta câ c¡c sè tr¶n c¦n t¼m l : a = 15, b = 19, c = 23, d = 38. Bèn
sè tr¶n ch½nh l  mët líi gi£i cõa b i to¡n 804.
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Nhªn x²t 1.3.1. (i) Trong thüc t¸, vi»c gi£i c¡c b i to¡n 779 v  804, ch½nh
l  vi»c t¼m c¡c sè Fibonacci thäa m¢n c¡c �çng thùc �¢ n¶u, hay nâi c¡ch
kh¡c ch½nh l  vi»c gi£i ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh vîi c¡c nghi»m l  c¡c sè
Fibonacci.

(ii) Rã r ng ta câ thº thay �êi h» sè cõa h¤ng tû thù 2 cõa v¸ ph£i c¡c
�çng nh§t thùc tr¶n v  ta s³ nhªn l¤i �÷ñc mët b i to¡n mîi vîi c¡c líi
gi£i kh¡c nhau.

V½ dö 1.3.2. Zeitlin �¢ t¼m ra a = 2, b = 20, c = 40, d = 1 l  líi gi£i cõa
ph÷ìng tr¼nh

Fn = Fn−2 + 9349Fn−20 + Fn−40 + Fn−41

Trong ch÷ìng sau (nëi döng ch½nh cõa luªn v«n) chóng ta s³ nghi¶n cùu
c¡ch gi£i ph÷ìng tr¼nh tuy¸n t½nh vîi c¡c bë nghi»m l  c¡c sè Fibonacci.


